Correction du DM n°2

Exercice 1

Pi+P = Iy P+P = Iy P = I3—1(A—4Iy)
L Ona{4P1+9P2 = A4 = 5P, = A—4l; ~ | P = L(A-4ly)
d’out
9 1 1 0 O 1 0 0 0
Pi=cli—-A=|1 0 0] e Po=(A-dl)=|-1 1 0
1 -1 1 -1 1 0
2. (a) On calcule
1 0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0
PP=[1 0 ol=P PPR=[00 0 PP =(0 0 0 P2=[-11 0
1 -1 1 0 0 0 0 0 O -1 1 0
(b) Pour tout £ € N, on a
Ak = (4P + 9P,)k d’aprés la question 1
k . .
= 2:(4]—71)1(9P2)k_Z car Py et P, commutent d’apres la question 2.a
i=0
k . .
=> 49" PPy
=0
or pour tout i > 1, P} = Py et Pi = P, par récurrence immédiate car P2 = P; et P? = P,
= 409k=0pO pk | gkgk—k pk pk—k car PiPY "= PPy =0desquei>1lethk—i>1

= 4"Pf + 9 Py

Remarque : on pouvait aussi montrer le résultat par récurrence.
3. En posant B = 2P, +3P,, on a B2 = (2P| +3P,)? = 4P2 + 6P P, + 6P, P, + 9P3 = 4P, + 9P, = A d’aprés les résultats
de la question 2.a.

o

Ainsi, la matrice B = vérifie B2 = A.
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N O

Exercice 2

1. (a) Pour tout n € N,

car 1 est fixé donc n(n —1)---(n —r + 1) est un polynéme en n de degré r et de terme dominant n”.

(b) x €]0,1[ donc par croissance comparée lim n"z" =0 dou lim n""%z" = 0.
n—-+4oo n—-+oo

nr+2xn

donc lim n2z™ (:’)x” = 0. On en déduit que (:‘)x” =

(c) D’aprés les questions précédentes, n?z™ (7)a™ ~
r! n——+00

r

1
0 <n2>’ or la série de Riemann ) - est convergente donc la série Y (I')2™ est convergente d’aprés le TCSP.

1



2
1
3. (a) So=312% (§5)a" = Soreean = 1= (on reconnait une série géométrique).

(b) Pour tout r € N, on a :

(]- - x)sr+1 = Sr+1 - xSrJrl

S () 5
=Y (L) X (1)
n=r+1 r+1 n=r+1 r+1

“+oo +oo
_ n+1\ . n nal
_Z<r+1>x 2 41)?
n=r n=r+1

n+1

8

+oo
_(r+ 1N n+1 n
_<r+l>x +n:ZT+1 r+1 r+1

Or la formul du triangle de Pascal affirme que (1) + (ril) = (’:_ﬁ) d’otut :

™\ i1 =X /n n r+1 r
= x +x Z x car = =1
r WS\ r+1 r

+o00 n
=z g z"
r
n=r

= xS,
: ) 1 X : z° 1 e
(¢) On raisonne par récurrence sur r : Sy = 1% d’aprés la question 3.(a) et a ot =1 donc ’égalité est
- —x —x
vraie pour r = 0.
x” . . x A .
Supposons que S, = m pour un certain entier r, alors S, 1 = EST d’apres la question 3.(b) donc
mr+1
o m et I’égalité est donc vérifiée au rang r + 1.
+ z"
o (n n __
On en conclut que pour tout r € N, > "= (T)x = m
1

(d) En divisant 1’égalité précédente par 2" on obtient Z:j (Man—r = s



